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آناليز فوريه
بخش پنجم ـ تبديل فوريه

محمدعلي شفيعيان

http://shafieian-education.ir/

رياضيات مهندسي

انتگرال فوريه

𝑓 تابع اگر 𝑡 آن انبي به جاي آنگاه باشد، دارا را بودن متناوب جز به ديريشله شرايط تمام 

  :مي دهيم نمايش فوريه انتگرال به موسوم زير انتگرال با را آن فوريه، سري به فرم

𝑓 𝑡 = න 𝐹 𝜔 𝑒ఠ௧
ାஶ

ିஶ

𝑑𝜔 𝑓 انتگرال فوريه  𝑡

كه

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න 𝑓 𝑡 𝑒ିఠ௧

ାஶ

ିஶ

𝑑𝑡
تبديل فوريه يا اسپكتروم 

𝑓 يا طيف  𝑡

زوج تبديل فوريه
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ابيدانتگرال فوريه پالس زير را بي:مثال

𝑓 𝑡 = 1

𝑡

1−1

𝑓 𝑡

1

0

𝑓 𝑡 = 0𝑓 𝑡 = 0

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න 𝑓 𝑡 𝑒ିఠ௧

ାஶ

ିஶ

𝑑𝑡

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න 𝑓 𝑡 𝑒ିఠ௧

ାஶ

ିஶ

𝑑𝑡 =
1

2𝜋
න 𝑒ିఠ௧

ାଵ

ିଵ

𝑑𝑡 =
−1

2𝜋𝑖𝜔
𝑒ିఠ௧൱

ିଵ

ାଵ

=
−1

2𝜋𝑖𝜔
𝑒ିఠ − 𝑒ఠ =

1

𝜋𝜔

𝑒ఠ − 𝑒ିఠ

2𝑖
=

sin 𝜔

𝜋𝜔

𝑓 𝑡 = න 𝐹 𝜔 𝑒ఠ௧
ାஶ

ିஶ

𝑑𝜔انتگرال فوريه

𝑓 𝑡 = න
sin 𝜔

𝜋𝜔
cos 𝜔𝑡 + 𝑖 sin 𝜔𝑡

ାஶ

ିஶ

𝑑𝜔

= න
sin 𝜔 cos 𝜔𝑡

𝜋𝜔

ାஶ

ିஶ

𝑑𝜔 + 𝑖 න
sin 𝜔 sin 𝜔𝑡

𝜋𝜔

ାஶ

ିஶ

𝑑𝜔

زوج فرد

=
2

𝜋
න

sin 𝜔 cos 𝜔𝑡

𝜔

ஶ



𝑑𝜔
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ابيدانتگرال فوريه پالس زير را بي:مثال

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න 𝑓 𝑡 𝑒ିఠ௧

ାஶ

ିஶ

𝑑𝑡

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න 𝑒ି௧𝑒ିఠ௧

ஶ



𝑑𝑡 =
−1

2𝜋 𝑎 + 𝑖𝜔 𝑒ି ାఠ ௧ቍ



ஶ

𝑓 𝑡 = ቐ
0                    𝑡 < 0

𝑒ି௧              𝑡 ≥ 0

𝑒ି ାఠ ௧

−1

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋 𝑎 + 𝑖𝜔

𝑓 𝑡 = න 𝐹 𝜔 𝑒ఠ
ାஶ

ିஶ

𝑑𝜔انتگرال فوريه =
1

2𝜋
න

𝑒ఠ௧

𝑎 + 𝑖𝜔

ାஶ

ିஶ

𝑑𝜔

𝑓 𝑡 = ቐ
0                    𝑡 < 0

𝑒ି௧              𝑡 ≥ 0

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋 𝑎 + 𝑖𝜔

5

𝑓 𝑡

1

0

𝐹 𝜔

100

0

𝑡

𝜔

∡𝐹 𝜔

−1500

0 𝜔

𝑎 = 1
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انتگرال فوريه توابع زوج و فرد
𝑓 تابع اگر 𝑡 داريم آنگاه باشد، زوج تابعي: 

𝑓 𝑡 =
2

𝜋
න 𝐹 𝜔 cos 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝜔

𝐹 𝜔 =
2

𝜋
න 𝑓 𝑡 cos 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝑡

زوج تبديل كسينوسي فوريه

𝑓 تابع اگر 𝑡 داريم آنگاه باشد، فرد تابعي:  

𝑓 𝑡 =
2

𝜋
න 𝐹ௌ 𝜔 sin 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝜔

𝐹ௌ 𝜔 =
2

𝜋
න 𝑓 𝑡 sin 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝑡

زوج تبديل سينوسي فوريه

يابيدانتگرال فوريه پالس زير را ب:مثال

=
2

𝜋
න cos 𝜔𝑡

ଵ



𝑑𝑡 =
2

𝜋

1

𝜔
sin 𝜔𝑡൱



ଵ

𝐹 𝜔 =
2

𝜋
න 𝑓 𝑡 cos 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝑡

𝐹 𝜔 =
2

𝜋
න 𝑓 𝑡 cos 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝑡 =
2

𝜋

sin 𝜔

𝜔

𝑓 𝑡 =
2

𝜋
න 𝐹 𝜔 cos 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝜔
انتگرال 
فوريه =

2

𝜋
න

2

𝜋

sin 𝜔

𝜔
cos 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝜔

=
2

𝜋
න

sin 𝜔

𝜔
cos 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝜔
همان نتيجه به دست آمده 

در مثال قبل است

𝑓 𝑡 = 1

𝑡

1−1

𝑓 𝑡

1

0

𝑓 𝑡 = 0𝑓 𝑡 = 0
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𝑓تابع ) الف 𝑡 = 𝑒ିଷ ௧ را در نظر بگيريد و انتگرال فوريه اين تابع را به دست آوريد. :مثال

𝑓مي دانيم تابع  𝑡 = 𝑒ିଷ ௧ تابعي زوج است پس براي آن داريم:

𝐹 𝜔 =
2

𝜋
න 𝑓 𝑡 cos 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝑡 =
2

𝜋
න 𝑒ିଷ ௧ cos 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝑡 =
2

𝜋
න 𝑒ିଷ௧ cos 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝑡

=
2

𝜋

3

9 + 𝜔ଶ

න 𝑒௫ cos 𝑏𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎ଶ + 𝑏ଶ
𝑒௫ 𝑎 cos 𝑏𝑥 + 𝑏 sin 𝑏𝑥 + 𝐶

→ න 𝑒ିଷ௫ cos 𝜔𝑥
ାஶ



𝑑𝑥 = ℒ cos 𝜔𝑥 ௌୀଷන 𝑒ି௫𝑓 𝑥 𝑑𝑥
ାஶ



= ℒ 𝑓 𝑥 ௌୀ

ℒ cos 𝑎𝑥 =
𝑠

𝑠ଶ + 𝑎ଶ

=
𝑠

𝑠ଶ + 𝜔ଶ
ௌୀଷ

𝑓بنابراين انتگرال فوريه تابع  𝑡 = 𝑒ିଷ ௧ برابر است با:

𝑓 𝑡 =
2

𝜋
න 𝐹 𝜔 cos 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝜔

𝑒ିଷ ௧ =
2

𝜋
න

3

9 + 𝜔ଶ cos 𝜔𝑡
ାஶ



𝑑𝜔
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.حاصل انتگرال زير را به دست آوريد) الف(به كمك قسمت  )ب

න
cos 5𝜔

9 + 𝜔ଶ

ାஶ



𝑑𝜔

.عبارت زير را به دست آورديم) الف(در قسمت 

𝑒ିଷ ௧ =
2

𝜋
න

3

9 + 𝜔ଶ cos 𝜔𝑡
ାஶ



𝑑𝜔

𝑡 = 5  →  𝑒ିଷ ହ =
2

𝜋
න

3

9 + 𝜔ଶ cos 5𝜔
ାஶ



𝑑𝜔

⇒  𝑒ିଵ = 3
2

𝜋
න

cos 5𝜔

9 + 𝜔ଶ

ାஶ



𝑑𝜔 ⇒     
1

3

𝜋

2
𝑒ିଵହ = න

cos 5𝜔

9 + 𝜔ଶ

ାஶ



𝑑𝜔

)ديريكله(قضيه ديريشله 
𝑓 تابع فوريه انتگرال اگر 𝑡 را 𝑔 𝑡 :آنگاه بناميم،  

𝑓 :يعني است، برابر نقاط آن در تابع مقدار با پيوسته نقاط در فوريه انتگرال حاصل 𝑡ଵ = 𝑔 𝑡ଵ  

  و

:يعني است، نقاط آن در ناپيوستگي مياني نقطه با برابر ناپيوسته نقاط در فوريه انتگرال حاصل 

𝑔 𝑡ଵ =
𝑓 𝑡ଵ + 𝜀 + 𝑓 𝑡ଵ − 𝜀

2
         𝜀 → 0

𝑓 𝑡 + 𝜀 : تابع مقدار 𝑓 𝑡 ناپيوستگي از پس بلافاصله  

𝑓 𝑡 − 𝜀 : تابع مقدار 𝑓 𝑡 ناپيوستگي از قبل بلافاصله  
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:نيدبه كمك انتگرال فوريه پالس مثال قبل، ثابت ك:مثال

න
sin 𝜔

𝜔

ஶ



𝑑𝜔 =
𝜋

2

قبلاً ديديم

ቍ فوريه انتگرال

௧ୀ

𝑓 𝑡 =
2

𝜋
න

sin 𝜔

𝜔
cos 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝜔

𝑡چون  = جزو  0
نقاط پيوسته

𝑓تابع   𝑡 است
= 𝑓 0 →   

2

𝜋
න

sin 𝜔

𝜔

ାஶ



𝑑𝜔 = 1

→   න
sin 𝜔

𝜔

ାஶ



𝑑𝜔 =
𝜋

2

𝑓 𝑡 = 1

𝑡

1−1

𝑓 𝑡

1

0

𝑓 𝑡 = 0𝑓 𝑡 = 0

تابع انتگرال سينوسي

𝑆𝑖 𝑥 = න
sin 𝑢

𝑢
𝑑𝑢

௫



𝑆𝑖 0 = 0

𝑆𝑖 ∞ =
𝜋

2

𝑆𝑖 𝑥

𝜋

2

0
𝑥

−
𝜋

2
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بيان كنيد 𝑆𝑖هر كدام از انتگرال هاي زير را بر حسب تابع :مثال

𝐼 =  න
sin 𝑥

𝑥





𝑑𝑥

𝑥 = 𝑢

)الف(
→   𝑛𝑥ିଵ𝑑𝑥 = 𝑑𝑢

→   
𝑑𝑥

𝑥
=

𝑑𝑢

𝑛𝑥
 =

𝑑𝑢

𝑛𝑢
𝑑𝑥 =

𝑑𝑢

𝑛𝑥ିଵ

=  
1

𝑛
න

sin 𝑢

𝑢




𝑑𝑢 =  

1

𝑛
න

sin 𝑢

𝑢




𝑑𝑢 + න

sin 𝑢

𝑢





𝑑𝑢

=  
1

𝑛
න

sin 𝑢

𝑢





𝑑𝑢 − න
sin 𝑢

𝑢





𝑑𝑢 =  
1

𝑛
𝑆𝑖 𝑏 − 𝑆𝑖 𝑎

بيان كنيد 𝑆𝑖هر كدام از انتگرال هاي زير را بر حسب تابع :مثال

𝐼 =  න
sin 𝑥

𝑥ଷ





𝑑𝑥

sin 𝑥 = 𝑢

)ب(

→  cos 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑢

→   
−1

2𝑥ଶ
= 𝑣

𝑑𝑥

𝑥ଷ
= 𝑑𝑣

= −
sin 𝑥

2𝑥ଶ ቇ




+
1

2
න

cos 𝑥

𝑥ଶ





𝑑𝑥

න
sin 𝑥

𝑥





𝑑𝑥 − න
sin 𝑥

𝑥





𝑑𝑥

انتگرال گيري
جزء به جزء 

𝛼عدد 

= α +
1

2
න

cos 𝑥

𝑥ଶ





𝑑𝑥

cos 𝑥 = 𝑢 →  −sin 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑢

→   
−1

𝑥
= 𝑣

𝑑𝑥

𝑥ଶ
= 𝑑𝑣

انتگرال گيري
جزء به جزء 

= α +
1

2
−

cos 𝑥

𝑥
൰





− න
sin 𝑥

𝑥





𝑑𝑥

𝛽عدد 

= α +
1

2
𝛽 − 𝑆𝑖 𝑏 + 𝑆𝑖 𝑎
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انتگرال فوريه تابع زير را حساب كنيد:مثال

𝑓 𝑡 =

0                         𝑡 < −1

1 + 𝑡         − 1 ≤ 𝑡 < 0   

1 − 𝑡           0 ≤ 𝑡 < +1

0                        𝑥 ≥ +1

𝐹 𝜔 =
2

𝜋
න 𝑓 𝑡 cos 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝑡 =
2

𝜋
න 1 − 𝑡 cos 𝜔𝑡

ଵ



𝑑𝑡

1 − 𝑡 = 𝑢 → −𝑑𝑡 = 𝑑𝑢

→   
1

𝜔
sin 𝜔𝑡 = 𝑣cos 𝜔𝑡 𝑑𝑡 = 𝑑𝑣

=
2

𝜋

1 − 𝑡

𝜔
sin 𝜔𝑡ቇ



ଵ

+
1

𝜔
න sin 𝜔𝑡

ଵ



𝑑𝑡

صفر

1 − 𝑡

𝑡

1−1

𝑓 𝑡

1

0

𝑓 𝑡 = 0𝑓 𝑡 = 0

1 + 𝑡

⇒   𝐹 𝜔 =
2

𝜋

1

𝜔
න sin 𝜔𝑡

ଵ



𝑑𝑡 = −
1

𝜔ଶ

2

𝜋
cos 𝜔𝑡൱



ଵ

=
2

𝜋

1 − cos 𝜔

𝜔ଶ

𝑓 𝑡 =
2

𝜋
න 𝐹 𝜔 cos 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝜔انتگرال فوريه =
2

𝜋
න

1 − cos 𝜔

𝜔ଶ
cos 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝜔

𝐹 𝜔

100

0 𝜔
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:با استفاده از نتيجه مثال قبل نشان دهيد كه:مثال

න
1 − cos 𝜔

𝜔ଶ

ାஶ



𝑑𝜔 =
𝜋

2

ቍ فوريه انتگرال

௧ୀ

𝑡چون  = جزو  0
نقاط پيوسته

𝑓تابع   𝑡 است
= 𝑓 0 = 1 →   

2

𝜋
න

1 − cos 𝜔

𝜔ଶ

ାஶ



𝑑𝜔 = 1

→   න
1 − cos 𝜔

𝜔ଶ

ାஶ



𝑑𝜔 =
𝜋

2

نتيجه مثال قبل 𝑓 𝑡 =
2

𝜋
න

1 − cos 𝜔

𝜔ଶ
cos 𝜔𝑡

ାஶ



𝑑𝜔

:با استفاده از نتيجه مثال قبل نشان دهيد كه:مثال

න
sin 𝜔

𝜔

ାஶ



𝑑𝜔 =
𝜋

2

بلنتيجه مثال ق න
1 − cos 𝜔

𝜔ଶ

ାஶ



𝑑𝜔 =
𝜋

2

1 − cos 𝜔 = 𝑢 → sin 𝜔 𝑑𝜔 = 𝑑𝑢

→   
−1

𝜔
= 𝑣

𝑑𝜔

𝜔ଶ
= 𝑑𝑣

انتگرال گيري
جزء به جزء 

=
cos 𝜔 − 1

𝜔
ቇ



ஶ

+ න
sin 𝜔

𝜔

ାஶ



𝑑𝜔

صفر

→   න
s𝑖𝑛 𝜔

𝜔

ାஶ



𝑑𝜔 =
𝜋

2
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يانتگرال فوريه سينوسي و كسينوس

𝐴 𝜔 =
1

𝜋
න 𝑓 𝑥 cos 𝜔𝑥 𝑑𝑥

ାஶ

ିஶ

𝐵 𝜔 =
1

𝜋
න 𝑓 𝑥 sin 𝜔𝑥 𝑑𝑥

ାஶ

ିஶ

𝑓 𝑥 = න 𝐴 𝜔 cos 𝜔𝑥 + 𝐵 𝜔 sin 𝜔𝑥 𝑑𝜔
ାஶ



𝑓اگر  𝑥  0تابعي باشد كه در فاصله, + لقاً تعريف شده است و در اين فاصله پيوسته تكه اي و مط ∞
:  انتگرال پذير باشد، يعني

.مي توانيم آن را به صورت زوج يا فرد گسترش دهيم 

න 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
ାஶ

ିஶ

< +∞

انتگرال فوريه كسينوسي

𝐴 𝜔 =
2

𝜋
න 𝑓 𝑥 cos 𝜔𝑥 𝑑𝑥

ାஶ



𝐵 𝜔 = 0

𝑓 𝑥 = න 𝐴 𝜔 cos 𝜔𝑥 𝑑𝜔
ାஶ



:  نيمتابع مثل تابع زوج رفتار مي كبسط زوج براي نوشتن انتگرال فوريه كسينوسي يا همان 
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انتگرال فوريه سينوسي

𝐴 𝜔 = 0

𝑓௦ 𝑥 = න 𝐵 𝜔 sin 𝜔𝑥 𝑑𝜔
ାஶ



:  نيمتابع مثل تابع فرد رفتار مي كبسط فرد براي نوشتن انتگرال فوريه سينوسي يا همان 

𝐵 𝜔 =
2

𝜋
න 𝑓 𝑥 sin 𝜔𝑥 𝑑𝑥

ାஶ



𝑓انتگرال فوريه كسينوسي يا همان بسط زوج تابع  )الف 𝑥 = 𝑒ିଶ௫  به ازاي𝑥 > را  0
.به دست آوريد

𝐵چون انتگرال فوريه كسينوسي مي خواهيم پس  𝜔 = 𝐴و  0 𝜔 براي  داريم:

𝐴 𝜔 =
2

𝜋
න 𝑓 𝑥 cos 𝜔𝑥 𝑑𝑥

ାஶ



=
2

𝜋
න 𝑒ିଶ௫ cos 𝜔𝑥 𝑑𝑥

ାஶ



=
2

𝜋

2

2ଶ + 𝜔ଶ

=
4

𝜋 4 + 𝜔ଶ

𝑓 𝑥 = න 𝐴 𝜔 cos 𝜔𝑥 𝑑𝜔
ାஶ



= න
4

𝜋 4 + 𝜔ଶ
cos 𝜔𝑥 𝑑𝜔

ାஶ



:مثال

න 𝑒ିଶ௫ cos 𝜔𝑥
ାஶ



𝑑𝑥 = ℒ cos 𝜔𝑥 ௌୀଶ

ℒ cos 𝑎𝑥 =
𝑠

𝑠ଶ + 𝑎ଶ

=
𝑠

𝑠ଶ + 𝜔ଶ
ௌୀଶ
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𝑓انتگرال فوريه سينوسي يا همان بسط فرد تابع  )ب 𝑥 = 𝑒ିଶ௫  به ازاي𝑥 > را به دست  0
.آوريد

𝐴چون انتگرال فوريه سينوسي مي خواهيم پس  𝜔 = 𝐵و  0 𝜔 براي  داريم:

𝐵 𝜔 =
2

𝜋
න 𝑓 𝑥 si𝑛 𝜔𝑥 𝑑𝑥

ାஶ



=
2

𝜋
න 𝑒ିଶ௫ sin 𝜔𝑥 𝑑𝑥

ାஶ



=
2

𝜋

𝜔

2ଶ + 𝜔ଶ
=

2𝜔

𝜋 4 + 𝜔ଶ

𝑓௦ 𝑥 = න 𝐵 𝜔 sin 𝜔𝑥 𝑑𝜔
ାஶ



= න
2𝜔

𝜋 4 + 𝜔ଶ
sin 𝜔𝑥 𝑑𝜔

ାஶ



න 𝑒௫ sin 𝑏𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎ଶ + 𝑏ଶ
𝑒௫ 𝑎 sin 𝑏𝑥 − 𝑏 cos 𝑏𝑥 + 𝐶

→ න 𝑒ିଶ௫ sin 𝜔𝑥
ାஶ



𝑑𝑥 = ℒ sin 𝜔𝑥 ௌୀଶන 𝑒ି௫𝑓 𝑥 𝑑𝑥
ାஶ



= ℒ 𝑓 𝑥 ௌୀ

ℒ sin 𝑎𝑥 =
𝑎

𝑠ଶ + 𝑎ଶ

=
𝜔

𝑠ଶ + 𝜔ଶ
ௌୀଶ

.مقدار انتگرال زير را به دست آوريد) ب(به كمك نتيجه قسمت  )پ

න
𝜔 sin 5𝜔

4 + 𝜔ଶ

ାஶ



𝑑𝜔

:را قرار دهيم 5مقدار  𝑥به جاي ) ب(در قسمت 

𝑒ିଶ ହ = 𝑒ିଵ =
2

𝜋
න

𝜔

4 + 𝜔ଶ sin 5𝜔
ାஶ



𝑑𝜔

⇒     
𝜋

2
𝑒ିଵ = න

ω

4 + 𝜔ଶ sin 5𝜔
ାஶ



𝑑𝜔

𝑓௦ 𝑥 = න
2𝜔

𝜋 4 + 𝜔ଶ
sin 𝜔𝑥 𝑑𝜔

ାஶ


⇒  𝑓 5 = න

2𝜔

𝜋 4 + 𝜔ଶ
sin 5𝜔 𝑑𝜔

ାஶ
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:با استفاده انتگرال فوريه مناسب درستي رابطه زير را نشان دهيد:تمرين

න
cos 𝜔 + 𝜔 sin 𝜔 − 1

𝜔ଶ
cos 𝜔𝑡 𝑑𝜔

ାஶ



=

𝜋

2
𝑡                0 ≤ 𝑡 < 1

𝜋

4
                       𝑡 = 1

0                        𝑡 > 1

:قضيه پارسوال براي انتگرال فوريه
𝑓 تابع فوريه انتگرال نمايش كنيم فرض 𝑥 است زير به صورت:  

𝑓 𝑥 = න 𝐴 𝜔 cos 𝜔𝑥 + 𝐵 𝜔 sin 𝜔𝑥 𝑑𝜔
ାஶ



:است زير به صورت پارسوال تساوي اين صورت، در

1

𝜋
න 𝑓 𝑥 ଶ𝑑𝑥

ାஶ

ିஶ

= න 𝐴ଶ 𝜔 + 𝐵ଶ 𝜔 𝑑𝜔
ାஶ
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ايت براي كسب اطلاعات بيشتر در مورد اين درس مي توانيد به وب س

آموزشي در لينك زير مراجعه نماييد

http://shafieian-education.ir
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