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اعداد مختلط
ـ توابع مختلط، حدود و بخش سوم 

يپيوستگي، مشتق و توابع تحليل
محمدعلي شفيعيان

http://shafieian-education.ir/

رياضيات مهندسي

توابع مختلط
𝑧 مختلط عدد هر به كه است قاعده اي مختلط، متغير از مختلط تابع يك = 𝑥 + 𝑖𝑦 مختلط عدد يك 

𝑤 چون ديگري = 𝑢 + 𝑖𝑣 مقدار هر با متناظر كه است معني بدين اين و دهد نسبت 𝑧 ناحيه در 𝑅 ما 

 .داريم 𝑤 براي مقدار يك از بيش يا يك

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣
𝑓 𝑧

𝑅𝑒

𝐼𝑚

 𝑅

𝑓دامنه تعريف 

𝑤 = 𝑓 𝑧

𝑅𝑒

𝐼𝑚

 𝑅ᇱ

𝑓بُرد 

𝑤 = 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝑢 + 𝑖𝑣
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توابع مختلط
:مثال .كنيد مشخص را 𝑣 و 𝑢 زير مختلط توابع در

𝑓)الف( 𝑧 = 𝑒௭

z = 𝑥 + 𝑖𝑦 ⇒ 𝑒௭ = 𝑒 ௫ା௬ = 𝑒௫ 𝑒௬ = 𝑒௫ cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦

= 𝑒௫ cos 𝑦 + 𝑖𝑒௫ sin 𝑦

𝑢 𝑥, 𝑦 𝑣 𝑥, 𝑦

⇒ ൞

𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑒௫ cos 𝑦

𝑣 = 𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝑒௫ sin 𝑦

توابع مختلط
:مثال .كنيد مشخص را 𝑣 و 𝑢 زير مختلط توابع در

𝑓)ب( 𝑧 = −𝑅𝑒 𝑧ଶ + 𝑖𝑧𝑧̅
z = 𝑥 + 𝑖𝑦

𝑧ଶ = 𝑥 + 𝑖𝑦 ଶ = 𝑥ଶ+ 𝑖𝑦 ଶ + 2 𝑥 𝑖𝑦 = 𝑥ଶ- 𝑦ଶ + 2𝑥𝑦𝑖

𝑅𝑒 𝑧ଶ 𝐼𝑚 𝑧ଶ

𝑧𝑧̅ = 𝑥ଶ+ 𝑦ଶ

⇒ 𝑅𝑒 𝑧ଶ = 𝑥ଶ− 𝑦ଶ

𝑓 𝑧 = −𝑅𝑒 𝑧ଶ + 𝑖𝑧𝑧̅ = − 𝑥ଶ− 𝑦ଶ + 𝑖 𝑥ଶ+𝑦ଶ = −𝑥ଶ+𝑦ଶ + 𝑖 𝑥ଶ+𝑦ଶ

𝑢 𝑥, 𝑦 𝑣 𝑥, 𝑦
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توابع مختلط
:مثال .كنيد مشخص را 𝑣 و 𝑢 زير مختلط توابع در

𝑓)پ( 𝑧 = 𝑧 +
1

𝑧z = 𝑥 + 𝑖𝑦

1

𝑧
=

1

𝑥 + 𝑖𝑦

𝑓 𝑧 = 𝑧 +
1

𝑧

𝑢 𝑥, 𝑦 𝑣 𝑥, 𝑦

×
𝑥 − 𝑖𝑦 

𝑥 − 𝑖𝑦
=

𝑥 − 𝑖𝑦

𝑥ଶ+𝑦ଶ =
𝑥 

𝑥ଶ+𝑦ଶ
−

𝑦

𝑥ଶ+𝑦ଶ
𝑖

= 𝑥 + 𝑖𝑦 +
𝑥 

𝑥ଶ+𝑦ଶ
−

𝑦

𝑥ଶ+𝑦ଶ
𝑖 = 𝑥 +

𝑥 

𝑥ଶ+𝑦ଶ
+ 𝑦 −

𝑦

𝑥ଶ+𝑦ଶ
𝑖

حدود و پيوستگي توابع مختلط
يادآوري** 

:ـ حد تابع حقيقي

lim
௫→

𝑓 𝑥 = 𝐿     ⇔      ∀𝜀 > 0   ∃𝛿 > 0 ∶  𝑥 − 𝑎 < 𝛿  ⇒   𝑓 𝑥 − 𝐿 < 𝜀

:ـ لازمه وجود حد تابع حقيقي

lim
௫→శ

𝑓 𝑥 = lim
௫→ష

𝑓 𝑥

:ـ حد تابع مختلط
lim

௭→௭బ
𝑓 𝑧 = 𝑤

∀𝜀 > 0   ∃𝛿 > 0 ∶  𝑧 − 𝑧 < 𝛿  ⇒   𝑓 𝑧 − 𝑤 < 𝜀
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حدود و پيوستگي توابع مختلط
𝑓 تابع حد وجود براي كافي و لازم شرط 𝑧 = 𝑢 𝑥,𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥,𝑦 در 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 

𝑢 دومتغيره حقيقي توابع كه است آن 𝑥,𝑦 و 𝑣 𝑥,𝑦 در 𝑧 = 𝑥,𝑦 حد داراي 

   .باشند

:١قضيه 

lim
௭→௭బ

𝑓 𝑧 = lim
௫,௬ → ௫బ,௬బ

𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖 lim
௫,௬ → ௫బ,௬బ

𝑣 𝑥, 𝑦

𝑓 تابع پيوستگي براي كافي و لازم شرط 𝑧 = 𝑢 𝑥,𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥,𝑦 در 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 

𝑢 دومتغيره حقيقي توابع كه است آن 𝑥,𝑦 و 𝑣 𝑥,𝑦 در 𝑧 = 𝑥,𝑦 باشند پيوسته.   

:٢قضيه 

𝑓 𝑧 = lim
௭→௭బ

𝑓 𝑧

حدود و پيوستگي توابع مختلط
 است حل قابل متغيره دو توابع حد كمك به مختلط توابع حد واقع در.

 دو زا اگر بنابراين است فرد به منحصر وجود، صورت در دومتغيره تابع يك حد حاصل 

 نقطه نآ در تابع حد رسيديم مختلف مقدار دو به متغيره دو توابع حد براي مختلف مسير

.ندارد وجود

 كه مسيري بينهايت تمام از اگر كه دارد وجود صورتي در مختلط تابع يك حد 𝑧 به را 𝑧 

  .باشد يكسان حد حاصل مي رساند،
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حدود و پيوستگي توابع مختلط
:دسته اند دو بر مختلط توابع حد با ارتباط در مسائل

 تلفمخ مسير دو حداقل اگر منظور، اين براي .ندارد وجود حدي كنيم ثابت بخواهيم است ممكن -١

  .ندارد وجود حد نشود يكي مسير دو آن از حد حاصل كه شود يافت

lim دهيد نشان
௭→

௫௬

௫మା௬మ ندارد وجود. :مثال

𝑦 مسير = 𝑚𝑥 →   lim
௫→

𝑚𝑥ଶ

𝑥ଶ + 𝑚ଶ𝑥ଶ =
𝑚

1 + 𝑚ଶ

𝑚 = 1

𝑚 = 2

⇒حد =
1

2

حد =
2

5
⇒

⇒ ندارد وجود حد

حدود و پيوستگي توابع مختلط
 به دست 𝛿 و 𝜀 بين منطقي ارتباط يك و كرد استفاده حد تعريف از بايد حتماً حد وجود اثبات براي -٢

.آورد

:كنيد ثابت حد تعريف با:مثال

lim
௭→ଶ

𝑧ଶ + 4

𝑧 − 2𝑖
= 4𝑖

∀𝜀 > 0   ∃𝛿 > 0 ∶  𝑧 − 𝑧 < 𝛿  ⇒   𝑓 𝑧 − 𝑤 < 𝜀

∀𝜀 > 0   ∃𝛿 > 0 ∶  𝑧 − 2𝑖 < 𝛿  ⇒   
𝑧ଶ + 4

𝑧 − 2𝑖
− 4𝑖 < 𝜀 ⇒   

𝑧ଶ + 4 − 4𝑖𝑧 − 8

𝑧 − 2𝑖
< 𝜀

⇒   
𝑧ଶ − 4𝑖𝑧 − 4

𝑧 − 2𝑖
< 𝜀 ⇒   

𝑧 − 2𝑖 ଶ

𝑧 − 2𝑖
< 𝜀 ⇒   𝑧 − 2𝑖 < 𝜀 ⇒ 𝛿 = 𝜀
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قضاياي پيوستگي توابع مختلط
.است پيوسته نقاط تمام در 𝑧 از چندجمله اي هر -١

 .است يوستهپ تابعي هم باز پيوسته تابع دو )مخرج ريشه هاي به جز( تقسيم و ضرب تفريق، جمع، -٢

𝑓 اگر يعني است، پيوسته هم باز پيوسته، تابع يك از تابعي -٣ 𝑧 و 𝑔 𝑧 در دو هر 𝑧 پيوسته 

𝑓 آنگاه باشند 𝑔 𝑧 يا 𝑔 𝑓 𝑧 در نيز 𝑧 است پيوسته. 

𝑓 اگر -٤ 𝑧 = 𝑢 𝑥,𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥,𝑦 ،آن كه براي كافي و لازم شرط آنگاه باشد 𝑓 𝑧 در 𝑧 = 𝑥

+ 𝑖𝑦 است آن باشد پيوسته 𝑢 𝑥,𝑦 و 𝑣 𝑥,𝑦 در 𝑧 = 𝑥,𝑦 باشند پيوسته.  

sin توابع -٥ 𝑧، cos 𝑧 و 𝑒௭ هستند پيوسته مختلط اعداد در همه جا. 

حدود و پيوستگي توابع مختلط
.آوريد به دست را زير حد حاصل:مثال

lim
௭→

𝑧̅ + 𝐼𝑚 𝑧

2𝑧 + 𝑅𝑒 𝑧

z = 𝑥 + 𝑖𝑦 ⇒    lim
௭→

𝑧̅ + 𝐼𝑚 𝑧

2𝑧 + 𝑅𝑒 𝑧
= lim

௫,௬ → ,

𝑥 − 𝑖𝑦 + 𝑦

2 𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑥

)مسير اول(

)مسير دوم(

𝑥 = 0 و 𝑦 → 0

lim
௫,௬ → ,

𝑥 − 𝑖𝑦 + 𝑦

2 𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑥
= lim

௬→

0 − 𝑖𝑦 + 𝑦

2 0 + 𝑖𝑦 + 0
= lim

௬→

𝑦 −𝑖 + 1

2𝑖 𝑦
=

−𝑖 + 1

2𝑖

𝑦 = 0 𝑥 → و0

lim
௫,௬ → ,

𝑥 − 𝑖𝑦 + 𝑦

2 𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑥
= lim

௫→

𝑥 − 𝑖0 + 0

2 𝑥 + 𝑖0 + 𝑥
= lim

௫→

𝑥

2𝑥 + 𝑥
= lim

௫→

𝑥

3𝑥
=

1

3
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حدود و پيوستگي توابع مختلط
.آوريد به دست را زير حد حاصل:مثال

lim
௭→

𝑧̅

𝑧

z = 𝑥 + 𝑖𝑦 ⇒    lim
௭→

𝑧̅

𝑧
= lim

௫,௬ → ,

𝑥 − 𝑖𝑦

𝑥 + 𝑖𝑦

)مسير اول(

)مسير دوم(

𝑥 = 0 و 𝑦 → 0

lim
௫,௬ → ,

𝑥 − 𝑖𝑦

𝑥 + 𝑖𝑦
= lim

௬→

0 − 𝑖𝑦

0 + 𝑖𝑦
= lim

௬→

−𝑖𝑦

𝑖𝑦
= −1

𝑦 = 0 𝑥 → و0

lim
௫,௬ → ,

𝑥 − 𝑖𝑦

𝑥 + 𝑖𝑦
= lim

௫→

𝑥 − 𝑖0

𝑥 + 𝑖0
= lim

௫→

𝑥

𝑥
= 1

حدود و پيوستگي توابع مختلط
.است پيوسته نقاطي چه در زير تابع كنيد تحقيق:مثال

𝑓 𝑧 =
𝑧ଷ + 𝑧 + 1

𝑒௭ + 2

𝑧ଷ چندجمله اي تابع + 𝑧 +  .است پيوسته نقاط كليه در 1

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑅𝑒 𝑒௭ + 2 = 𝑒௫ cos 𝑦 + 2

𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝐼𝑚 𝑒௭ + 2 = 𝑒௫ sin 𝑦
 .تاس پيوسته نقاط كليه در 𝑣 و 𝑢 تابع هاي

𝑓 تابع  𝑧 است پيوسته مخرج صفرهاي به جز نقاط كليه در. 
𝑅𝑒 𝑒௭ + 2 = 𝑒௫ cos 𝑦 + 2 = 0

𝐼𝑚 𝑒௭ + 2 = 𝑒௫ sin 𝑦 = 0 ⇒ sin 𝑦 = 0

⇒ cos 𝑦 = −1 ⇒ 𝑒௫ = 2 ⇒ 𝑥 = ln 2

⇒ 𝑦 = 2𝑘 + 1 𝜋

⇒ 𝑧 = ln 2 + 2𝑘 + 1 𝜋𝑖       𝑘 = 0, ±1, ±2, 𝑓 تابع  ناپيوستگي نقاط⋯ 𝑧
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حدود و پيوستگي توابع مختلط
.كنيد بررسي را زير تابع ناپيوستگي يا پيوستگي:مثال

𝑓 𝑧 =

𝑧ଷ + 3𝑖𝑧 − 2

𝑧 + 𝑖
            𝑧 ≠ −𝑖

  𝑖                                𝑧 = −𝑖

𝑧 ≠ −𝑖  : تابع حالت اين در 𝑓 𝑧 رجمخ صفرهاي به جز نقاط كليه در كه است چندجمله اي دو نسبت 

𝑓 كه مي گيريم نتيجه لذا است؛ پيوسته 𝑧 به ازاي 𝑧 ≠ −𝑖  است پيوسته. 

𝑧 = −𝑖  :
)الف( 𝑓 −𝑖 = 𝑖 دارد وجود

)ب( lim
௭→ି

𝑓 𝑧 = lim
௭→ି

𝑧ଷ + 3𝑖𝑧 − 2

𝑧 + 𝑖
= lim

௭→ି

𝑧 + 𝑖 𝑧 + 2𝑖

𝑧 + 𝑖
= 𝑖

𝑓 −𝑖 = lim
௭→ି

𝑓 𝑧 = 𝑖)پ(

.تداراس را پيوستكي شرط سه

𝑧 = −𝑖  :
)الف( 𝑓 −𝑖 = 𝑖 دارد وجود

)ب( lim
௭→ି

𝑓 𝑧 = lim
௭→ି

𝑧ଷ + 3𝑖𝑧 − 2

𝑧 + 𝑖
= lim

௭→ି

𝑧 + 𝑖 𝑧 + 2𝑖

𝑧 + 𝑖
= 𝑖

𝑓 −𝑖 = lim
௭→ି

𝑓 𝑧 = 𝑖)پ(

را  سه شرط پيوستكي

.داراست

⇓

𝑓تابع  𝑧  در−𝑖  نيز

پيوسته است

𝑓تابع : نتيجه 𝑧  به ازاي تمام𝑧 ها پيوسته است
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مشتق توابع مختلط
𝑤 تابع = 𝑓 𝑧 نقطه در 𝑧 = 𝑧 باشد موجود زير حد هرگاه است مشتق پذير:

𝑓ᇱ 𝑧 = lim
௭→௭బ

𝑓 𝑧 − 𝑓 𝑧

𝑧 − 𝑧

𝑤 تابع مشتق = 𝑓 𝑧 نقطه در 𝑧 = 𝑧 د،مي شو تعريف متغيره يك حقيقي توابع مشتق مشابه 

:داريم بنابراين

𝑓ᇱ 𝑧 = lim
∆௭→

𝑓 𝑧 + ∆𝑧 − 𝑓 𝑧

∆𝑧

مشتق توابع مختلط
𝑓 تابع مشتق:مثال 𝑧 = 𝑧ଶ آوريد بدست را.  

𝑓ᇱ 𝑧 = lim
∆௭→

𝑧 + ∆𝑧 ଶ − 𝑧ଶ

∆𝑧
= lim

∆௭→
2𝑧 + ∆𝑧 = 2𝑧

𝑓 تابع مشتق:مثال 𝑧 = 𝑧ଶ نقطه در را 𝑧 = 𝑖 آوريد بدست. 

𝑓ᇱ 𝑖 = lim
∆௭→

𝑖 + ∆𝑧 ଶ − 𝑖ଶ

∆𝑧
= lim

∆௭→
2𝑖 + ∆𝑧 = 2𝑖
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مشتق توابع مختلط
𝑓 تابع دهيد نشان:مثال 𝑧 = 𝑧̅ نيست مشتق داراي نقطه اي هيچ در. 

lim
∆௭→

𝑧 + ∆𝑧 − 𝑧̅

∆𝑧
= lim

∆௭→

𝑧̅ + ∆𝑧 − 𝑧̅

∆𝑧
= lim

∆௭→

∆𝑧

∆𝑧
= lim

∆௭→

∆𝑥 − 𝑖∆𝑦

∆𝑥 + 𝑖∆𝑦

𝑦∆مسير روي بالا حد = 𝑥∆ مسير روي و ١ مقدار برابر 0 =  بالا حد پس .است -١ مقدار برابر 0

𝑓 بنابراين و نبوده موجود نقطه هيچ در 𝑧 نيست مشتق داراي نقطه هيچ در. 

توابع تحليلي
شرايط كوشي ـ ريمان

𝑓 تابع 𝑧 = 𝑢 𝑥,𝑦 + 𝑖 𝑣 𝑥,𝑦 تابع اگر .بگيريد نظر در را 𝑓 𝑧 آن گاه باشد، مشتق پذير 

  :مي كند برآورده را ريمان ـ كوشي شرايط به موسوم زير شرايط
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
و

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑢௫ = 𝑣௬    ,   𝑢௬ = −𝑣௫

 :شد خواهد تابع اين مشتق صورت آن در و

𝑓ᇱ 𝑧 =
𝑑𝑓

𝑑𝑧
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝑓ᇱ 𝑧 =
𝑑𝑓

𝑑𝑧
= 𝑢௫ + 𝑖𝑣௫ = 𝑣௬ − 𝑖𝑢௬
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توابع تحليلي
شرايط كوشي ـ ريمان

 شرايط اشد،ب مشتق پذير تابع اگر يعني مي كند مطرح را لازم شرط يك ريمان ـ كوشي قضيه :تذكر

 ماًلزو باشد، ريمان ـ كوشي شرايط داراي تابعي اگر ولي مي كند صدق آن براي ريمان ـ كوشي

.نيست مشتق پذير

 .نيست مشتق پذير قطعاً نكند، برآورده را ريمان ـ كوشي شرايط تابعي اگر البته

توابع تحليلي
:تعريف

𝑧 ناحيه -١ − 𝑧 < 𝑎 نقطه حول همسايگي يك را 𝑧 

  شعاع و 𝑧 مركز به دايره اي درون نقاط همسايگي اين .گويند

𝑎 0 .است

𝑦

𝑧

𝑎

𝑥

𝑓 تابع -٢ 𝑧 نقطه را 𝑧 در تابع اگر گويند تحليلي 𝑧 و كند برآورده را ريمان ـ كوشي شرايط 

 ار ريمان ـ كوشي شرايط تابع نيز همسايگي آن در كه باشد موجود 𝑧 حول همسايگي يك حداقل

.كند برآورده

𝑓 تابع منظم نقطه را 𝑧 صورت اين در 𝑧 صورت اين غير در و گويند 𝑧 تابع تكين يا منفرد نقطه را 𝑓 𝑧 

   .گويند
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توابع تحليلي
 .كنيد مشخص را زير توابع منظم و منفرد نقاط:مثال

𝑓 𝑧 =  𝑧̅ = ቐ

𝑢 = 𝑥

𝑣 = −𝑦
= 𝑥 − 𝑖𝑦

→

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 1

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −1

⇒ 𝑓 تابع 𝑧 تندهس منفرد آن براي نقاط تمام و ندارد منظمي نقطه هيچ

توابع تحليلي
 .كنيد مشخص را زير توابع منظم و منفرد نقاط:مثال

𝑓 𝑧 = 𝑧𝑧̅ = ቐ
𝑢 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ

𝑣 = 0            

= 𝑟ଶ =  𝑥ଶ + 𝑦ଶ

→

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 

⇒ 𝑥 در = برابرند 0

→

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 2𝑦

−
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0 

⇒ 𝑦 در = برابرند 0

⇒

𝑓 تابع پس 𝑧 در 𝑧 =  را ريمان ـ كوشي شرايط 0

𝑧 حول همسايگي هيچ چون ولي مي كند برآورده = 0 

 را ريمان ـ كوشي شرايط آن در تابع كه نيست موجود

𝑧 پس كند، برآورده =  ابعت اين و است تابع منفرد نقطه 0

.ندارد منظمي نقطه هيچ نيز
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توابع تحليلي
 .كنيد مشخص را زير توابع منظم و منفرد نقاط:مثال

𝑓 𝑧 = 𝑧ଶ
= ൞

𝑢 = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ

𝑣 = 2𝑥𝑦            

= 𝑥 + 𝑖𝑦 ଶ = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 𝑖2𝑥𝑦

→

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 2𝑥 

⇒ برابرند جا همه

→

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −2𝑦

−
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −2𝑦 

⇒ برابرند جا همه

⇒
 اين ايبر نقاط تمام و است منفرد نقطه فاقد تابع اين

.هستند منظم نقاط جزء تابع

يشرايط كوشي ـ ريمان در مختصات قطب
𝑓 اگر 𝑧 = 𝑢 𝑟,𝜃 + 𝑖𝑣 𝑟,𝜃، فرض با قطبي، مختصات در ريمان ـ كوشي شرايط محاسبه با آنگاه 

 صورت به شرايط اين 𝑧 غيرصفر نقطه همسايگي يك در 𝑣ఏ و 𝑢، 𝑣، 𝑢ఏ جزئي مشتقات پيوستگي

 :مي شوند تبديل زير

𝑢 =
1

𝑟
𝑣ఏ      , 𝑣 = −

1

𝑟
𝑢ఏ

:با است برابر تابع مشتق صورت اين در

𝑓ᇱ 𝑧 = 𝑢 + 𝑖𝑣 𝑒ఏ = −
𝑖

𝑟
𝑒ିఏ 𝑢ఏ + 𝑖𝑣ఏ
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يشرايط كوشي ـ ريمان در مختصات قطب
𝑓 دهيد نشان 𝑧 = ln 𝑧 = ln 𝑟 + 𝑖𝜃 براي 𝑟 > 𝜃 و 0 ∈ −𝜋,𝜋 ـ كوشي شرايط در 

.كنيد تعيين نيز را تابع مشتق .مي كند صدق ريمان

𝑧 = 𝑟𝑒ఏ

:مثال

→ 𝑓 𝑧 = ln 𝑧 = ln 𝑟𝑒ఏ = ln 𝑟 + ln 𝑒ఏ = ln 𝑟 + 𝑖 𝜃

𝑢 𝑟, 𝜃 𝑣 𝑟, 𝜃

𝑢 =
1

𝑟
𝑢ఏ = 0

𝑣 = 0

𝑣ఏ = 1

𝑢 =
1

𝑟
𝑣ఏ

𝑣 = −
1

𝑟
𝑢ఏ

→ 𝑓ᇱ 𝑧 = 𝑢 + 𝑖𝑣 𝑒ఏ =
1

𝑟
𝑒ିఏ =

1

𝑧
=

1

𝑟𝑒ఏ

خواص توابع تحليلي
w تابع اگر = 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥,𝑦 + 𝑖 𝑣 𝑥,𝑦 داريم آنگاه باشد، تحليلي:

و

:اثبات

𝑢 توابع -١ 𝑥,𝑦 و 𝑣 𝑥,𝑦 يعني صادقند دوبُعدي لاپلاس معادله در:

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑦ଶ
= 0

𝜕ଶ𝑣

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶ𝑣

𝜕𝑦ଶ
= 0

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝑥 هب نسبت مشتق

𝑦 هب نسبت مشتق

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑥ଶ
=

𝜕ଶ𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
   

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑦ଶ
= −

𝜕ଶ𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦

جمع 𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑦ଶ
= 0

𝑣 براي مي توان مشابه طور به 𝑥,𝑦 كرد ثابت را مسأله نيز
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خواص توابع تحليلي
w تابع اگر = 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥,𝑦 + 𝑖 𝑣 𝑥,𝑦 داريم آنگاه باشد، تحليلي:

و

𝑢 توابع -١ 𝑥,𝑦 و 𝑣 𝑥,𝑦 يعني صادقند دوبُعدي لاپلاس معادله در:

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑦ଶ
= 0

𝜕ଶ𝑣

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶ𝑣

𝜕𝑦ଶ
= 0

 بيان در پس( گويند همساز يا هارمونيك تابع را كند صدق لاپلاس معادله در كه تابعي هر :١تعريف

𝑢 بالا 𝑥,𝑦 و 𝑣 𝑥,𝑦 همسازند توابعي(.  

𝑢 تحليلي تابع تشكيل و كنند، صدق لاپلاس معادله در 𝑣 و 𝑢 توابع هرگاه :٢تعريف + 𝑖𝑣 ،بدهند 

   .گويند همساز مزدوج توابع را 𝑣 و 𝑢 آنگاه

خواص توابع تحليلي
w تابع اگر = 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥,𝑦 + 𝑖 𝑣 𝑥,𝑦 داريم آنگاه باشد، تحليلي:

𝑢 منحني هاي دسته -٢ 𝑥,𝑦 = 𝐶ଵ و 𝑣 𝑥,𝑦 = 𝐶ଶ متعامدند.  

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝐶ଵ → 𝑑𝑢 = 0 →  
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 0 →  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

     
𝜕𝑢
𝜕𝑥

     

𝜕𝑢
𝜕𝑦

= 𝑚ଵ
𝑑ଵ خط شيب

𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝐶ଶ → 𝑑𝑣 = 0 →  
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 0 →  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

     
𝜕𝑣
𝜕𝑥

     

𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 𝑚ଶ
𝑑ଶ خط شيب

:اثبات
𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝐶ଵ 

𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝐶ଶ

𝑑ଵ خط
𝑑ଶ خط
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𝑚ଵ × 𝑚ଶ =
     

𝜕𝑢
𝜕𝑥

     

𝜕𝑢
𝜕𝑦

×
     

𝜕𝑣
𝜕𝑥

     

𝜕𝑣
𝜕𝑦

= −1 →  𝑑ଵ ⊥ 𝑑ଶ

−1+1

خواص توابع تحليلي
w تابع اگر = 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥,𝑦 + 𝑖 𝑣 𝑥,𝑦 داريم آنگاه باشد، تحليلي:

𝑥 جايگذاري با -٣ =
௭ା௭̅

ଶ
𝑦 و  =

௭ି௭̅

ଶ
 .شد خواهد 𝑧̅ از مستقل 𝑤 آنگاه 

𝑑𝑤

𝑑𝑧̅
=

     𝑑 𝑢 + 𝑖𝑣      

𝑑𝑧̅
=

 𝑑𝑢

𝑑𝑧̅
+ 𝑖

 𝑑𝑣

𝑑𝑧̅

:اثبات

زنجيره اي قاعده 𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑧̅
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑧̅
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑧̅
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑧̅
= 0

1

2

𝑖

2

1

2

𝑖

2
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥

⇒
w تابع = 𝑓 𝑧 از  𝑧̅  

است مستقل
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خواص توابع تحليلي

𝑝 يعني شده اند مطرح لازم شرايط صورت به شده بيان خاصيت سه تمام ⇒ 𝑞 يعني آن ها عكس لذا و  

𝑞 ⇒ 𝑝 ًتوان مي  از چون ولي نيست درست لزوما ~𝑞 ⇒ ~𝑝 شرط اگر پس گرفت نتيجه را 𝑞 برقرار 

 كنند، صدق لاپلاس معادله در 𝑣 و 𝑢 توابع اگر نمونه عنوان به نيست؛ برقرار نيز 𝑝 شرط قطعاً نباشد،

𝑢 لزوماً + 𝑖𝑣 اگر ولي نيست تحليلي 𝑢 و 𝑣 قطعاً نكنند، صدق لاپلاس معادله در 𝑢 + 𝑖𝑣 تحليلي 

.نمي باشد

:تذكر مهم

خواص توابع تحليلي و مزدوج همساز
𝑓 هرگاه 𝑧 = 𝑢 + 𝑖 𝑣 آنگاهباشد، تحليلي تابعي 𝑢 همساز مزدوج را 𝑣 هرگاه همچنين و مي نامند  

𝑓 تابع كه گرفت نتيجه مي توان باشد، 𝑢 همساز مزدوج 𝑣 يك 𝑧 = 𝑢 + 𝑖 𝑣 است تحليلي تابعي. 

:روش به دست آوردن مزدوج همساز

𝑓 تابع براي مي كنيم فرض 𝑧 = 𝑢 + 𝑖 𝑣 ضابطه 𝑢 است شده داده.

డ௨ مقدار ابتدا -١

డ௫
  .مي كنيم حساب را  

𝑓 تابع چون -٢ 𝑧 رابطه است، تحليلي డ௨

డ௫
=

డ௩

డ௬
 را اول مرحله از آمده به دست عبارت پس .مي باشد برقرار 

డ௩ مساوي

డ௬
 .مي گيريم انتگرال 𝑦 به نسبت تساوي اين طرفين از و مي دهيم قرار 
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خواص توابع تحليلي و مزدوج همساز
:روش به دست آوردن مزدوج همساز

 :بود خواهد زير به صورت تساوي انتگرال گيري از پس

𝑣 = න                                                     𝑑𝑦 + اول مرحله از آمده به دست عبارت                                 𝑥 حسب بر تابعي

 مشتق 𝑥 به نسبت رابطه طرفين از بالا، تساوي راست سمت انتگرال حاصل آوردن به دست از پس -٣

డ௩( مي گيريم

డ௫
డ௩ بايد است، تحليلي تابع چون .)مي كنيم محاسبه را 

డ௫
= −

డ௨

డ௬
డ௩ پس باشد، برقرار  

డ௫
 را 

− مساوي
డ௨

డ௬
− محاسبه است بديهي( مي دهيم قرار 

డ௨

డ௬
.)نيست سختي كار 𝑢 ضابطه روي از 

خواص توابع تحليلي و مزدوج همساز
:روش به دست آوردن مزدوج همساز

డ௩ دادن قرار مساوي از پس -٤

డ௫
− با  

డ௨

డ௬
ℎᇱ مثلاً( 𝑥 حسب بر تابع آن مشتق  𝑥( دوم مرحله در كه 

ℎᇱ از انتگرال گيري با و مي شود عبارت يك برابر بود آمده به وجود 𝑥 به نسبت 𝑥 ضابطه 𝑣 معلوم 

  .مي شود

.بالاست مطالب مانند تقريباً حل روش بود، كرده سؤال را 𝑢 و بود داده ما به را 𝑣 مسأله اگر :تذكر
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خواص توابع تحليلي و مزدوج همساز
𝑓 اگر 𝑧 = 𝑢 + 𝑖 𝑣 و باشد تحليلي تابعي 𝑢 𝑥,𝑦 = 𝑦ଷ − 3𝑥ଶ𝑦 همساز مزدوج آنگاه باشد 𝑢 بيابيد را. :مثال

)١( 𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑦ଷ − 3𝑥ଶ𝑦 →
డ௨

డ௫
= −6𝑥𝑦 

)٢( 𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
→  

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −6𝑥𝑦

 ريانتگرال گي

𝑦 به نسبت
𝑣 = න −6𝑥𝑦 𝑑𝑦 + ℎ 𝑥 →  𝑣 = −3𝑥𝑦ଶ + ℎ 𝑥

)٣( 𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −3𝑦ଶ + ℎᇱ 𝑥 →

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑦

)٤( −
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −3𝑦ଶ + 3𝑥ଶ →   −3𝑦ଶ + ℎᇱ 𝑥 = −3𝑦ଶ + 3𝑥ଶ ⇒ ℎᇱ 𝑥 = 3𝑥ଶ

ℎ 𝑥 = න 3𝑥ଶ 𝑑𝑥 + 𝐶 ⇒ ℎ 𝑥 = 𝑥ଷ + 𝐶 ⇒ 𝑣 𝑥, 𝑦 = −3𝑥𝑦ଶ + 𝑥ଷ + 𝐶

خواص توابع تحليلي و مزدوج همساز
𝑢 دهيد نشان = 𝑒௫ cos 𝑦 سپس است همساز 𝑣 كه بيابيد به گونه اي را 𝑢 + 𝑖𝑣 گردد تحليلي :مثال

)١( 𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑒௫ cos 𝑦 →
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑒௫ cos 𝑦

)٢( 𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
→  

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑒௫ cos 𝑦 𝑣 = න 𝑒௫ cos 𝑦 𝑑𝑦 + ℎ 𝑥 →  𝑣 = 𝑒௫ sin 𝑦 + ℎ 𝑥

)٣( 𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 𝑒௫ sin 𝑦 + ℎᇱ 𝑥 →

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑦

)٤( −
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑒௫ sin 𝑦 → 𝑒௫ sin 𝑦 + ℎᇱ 𝑥 = 𝑒௫ sin 𝑦 ⇒ ℎᇱ 𝑥 = 0

⇒ 𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝑒௫ sin 𝑦 + 𝐶

⇒ ℎ 𝑥 = 𝐶

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑥ଶ
= 𝑒௫ cos 𝑦 ⇒  

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑦ଶ
= 0,  

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑦ଶ
= −𝑒௫ cos 𝑦
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خواص توابع تحليلي و مزدوج همساز
𝑓 اگر 𝑧 = 𝑢 + 𝑖 𝑣 و باشد تحليلي تابعي 𝑣 𝑥,𝑦 = − sin 𝑥 sinh 𝑦همساز مزدوج آنگاه باشد 𝑢 بيابيد را. :مثال

)١( 𝑣 𝑥, 𝑦 = − sin 𝑥 sinh 𝑦 →
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= − sin 𝑥 cosh 𝑦

)٢( 𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
→  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= − sin 𝑥 cosh 𝑦

 ريانتگرال گي

𝑥 به نسبت 𝑢 = න − sin 𝑥 cosh 𝑦 𝑑𝑥 + ℎ 𝑦

→ 𝑢 = cos 𝑥 cosh 𝑦 + ℎ 𝑦

)٣( 𝜕𝑢

𝜕𝑦
= cos 𝑥 sinℎ 𝑦 + ℎᇱ 𝑦 →

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥

)٤( −
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= cos 𝑥 sinh 𝑦→ cos 𝑥 sinℎ 𝑦 + ℎᇱ 𝑦 = cos 𝑥 sinh 𝑦

⇒ 𝑢 𝑥, 𝑦 = cos 𝑥 cosh 𝑦 + 𝐶

⇒ ℎᇱ 𝑦 = 0 ⇒ ℎ 𝑦 = 𝐶

خواص توابع تحليلي و مزدوج همساز
.است تحليلي زير تابع كنيد ثابت باشند، همساز توابعي  𝑣 و  𝑢 اگر :مثال

𝜕𝑢

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝑈 𝑉 .مي كنند صدق ريمان ـ كوشي شرايط در  𝑉 و  𝑈كه كرد ثابت بايد

𝜕𝑈

𝜕𝑥
=

𝜕𝑉

𝜕𝑦
→  

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕ଶ𝑣

𝜕𝑥ଶ
=  

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕ଶ𝑣

𝜕𝑦ଶ ⇒  
𝜕ଶ𝑣

𝜕𝑦ଶ
+

𝜕ଶ𝑣

𝜕𝑥ଶ
= 0

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑉

𝜕𝑥
→  

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑦ଶ
−

𝜕ଶ𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
= −

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶ𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
⇒  

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶ𝑢

𝜕𝑦ଶ
= 0
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خواص توابع تحليلي و مزدوج همساز
𝑓ᇱ اگر كنيد ثابت 𝑧 = 𝑓 تابع آنگاه باشد،  0 𝑧 است ثابت تابعي. :مثال

⇒  𝑓ᇱ 𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦

قضيه

كوشي ـ ريمان 
= 0

⇒  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0

⇒ 𝑢 از مستقل 𝑥 و 𝑣 از مستقل 𝑦 است.

⇒ 𝑢 از مستقل 𝑦 و 𝑣 از مستقل 𝑥 است.

⇒ 𝑢 و 𝑣 دهستن ثابت اعداد.

⇒ 𝑓 𝑧 = 𝑢 + 𝑖𝑣 است ثابت تابعي.

خواص توابع تحليلي و مزدوج همساز
𝑓 اگر 𝑧 𝑔 و   𝑧 و تحليلي 𝑓 𝑧 = 𝑔 𝑧 = 𝑔ᇱ و 0 𝑧 ≠ :دهيد نشان باشد، 0 :مثال

lim
௭→௭బ

𝑓 𝑧

𝑔 𝑧
=

𝑓ᇱ 𝑧

𝑔ᇱ 𝑧

)قاعده هوپيتال(

𝑓ᇱ 𝑧

𝑔ᇱ 𝑧
=

lim
௭→௭బ

𝑓 𝑧 − 𝑓 𝑧
𝑧 − 𝑧

lim
௭→௭బ

𝑔 𝑧 − 𝑔 𝑧
𝑧 − 𝑧

0

0 = lim
௭→௭బ

𝑓 𝑧

𝑔 𝑧
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خواص توابع تحليلي و مزدوج همساز
𝑓 اگر 𝑧 :دهيد نشان باشد، تحليلي  :مثال

𝜕

𝜕𝑥
𝑓 𝑧

ଶ

+
𝜕

𝜕𝑦
𝑓 𝑧

ଶ

= 𝑓ᇱ 𝑧 ଶ

𝑓 𝑧 = 𝑢 + 𝑖𝑣 →  𝑓 𝑧 = 𝑢ଶ + 𝑣ଶ

𝜕

𝜕𝑥
𝑓 𝑧 =

𝜕

𝜕𝑥
𝑢ଶ + 𝑣ଶ =

2𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 2𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑥

2 𝑢ଶ + 𝑣ଶ
=

𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑥

𝑢ଶ + 𝑣ଶ

→   
𝜕

𝜕𝑥
𝑓 𝑧

ଶ

=
𝑢ଶ 𝜕𝑢

𝜕𝑥

ଶ

+ 𝑣ଶ 𝜕𝑣
𝜕𝑥

ଶ

+ 2𝑢𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑥

𝑢ଶ + 𝑣ଶ
)١(

𝜕

𝜕𝑦
𝑓 𝑧 =

𝜕

𝜕𝑦
𝑢ଶ + 𝑣ଶ =

2𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑦

+ 2𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦

2 𝑢ଶ + 𝑣ଶ
=

𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑦

+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝑢ଶ + 𝑣ଶ

→   
𝜕

𝜕𝑦
𝑓 𝑧

ଶ

=
𝑢ଶ 𝜕𝑣

𝜕𝑥

ଶ

+ 𝑣ଶ 𝜕𝑢
𝜕𝑥

ଶ

− 2𝑢𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑥

𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝑢ଶ + 𝑣ଶ
)٢(

−
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

تساوي چپ سمت = )١( + )٢(

𝜕

𝜕𝑥
𝑓 𝑧

ଶ

=
𝑢ଶ + 𝑣ଶ 𝜕𝑢

𝜕𝑥

ଶ

+ 𝑢ଶ + 𝑣ଶ 𝜕𝑣
𝜕𝑥

ଶ

𝑢ଶ + 𝑣ଶ

=
𝜕𝑢

𝜕𝑥

ଶ

+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

ଶ

= 𝑓ᇱ 𝑧 ଶ
 𝑓ᇱ 𝑧 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦
→   

𝜕

𝜕𝑥
𝑓 𝑧

ଶ

=
𝑢ଶ 𝜕𝑢

𝜕𝑥

ଶ

+ 𝑣ଶ 𝜕𝑣
𝜕𝑥

ଶ

+ 2𝑢𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑥

𝑢ଶ + 𝑣ଶ

)١(
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خواص توابع تحليلي و مزدوج همساز
𝑣 اگر 𝑥,𝑦 تابع همساز مزدوج يك 𝑢 𝑥,𝑦 = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 1 ଶ − 4𝑥ଶ𝑦ଶ باشيم داشته و باشد:  

𝑣 0,0 = 𝑣 مقدار آنگاه ، 0 .كنيد تعيين را 1,1

:مثال

)١( 𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 1 ଶ − 4𝑥ଶ𝑦ଶ →
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 4𝑥 𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 1 − 8𝑥𝑦ଶ

)٢( 𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
→  

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 4𝑥 𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 1 − 8𝑥𝑦ଶ

→ 𝑣 = න 4𝑥ଷ − 12𝑥𝑦ଶ + 4𝑥 𝑑𝑦 + ℎ 𝑥 →  𝑣 = 4𝑥ଷ𝑦 − 4𝑥𝑦ଷ + 4𝑥𝑦 + ℎ 𝑥

)٣( 𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 12𝑥ଶ𝑦 − 4𝑦ଷ + 4𝑦 + ℎᇱ 𝑥 →

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑦

)٤( −
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 4𝑦 𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 1 + 8𝑥ଶ𝑦

خواص توابع تحليلي و مزدوج همساز
𝑣 اگر 𝑥,𝑦 تابع همساز مزدوج يك 𝑢 𝑥,𝑦 = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 1 ଶ − 4𝑥ଶ𝑦ଶ باشيم داشته و باشد:  

𝑣 0,0 = 𝑣 مقدار آنگاه ، 0 .كنيد تعيين را 1,1

:مثال

→ ℎ 𝑥 = 𝐶 ⇒ 𝑣 𝑥, 𝑦 = 4𝑥ଷ𝑦 − 4𝑥𝑦ଷ + 4𝑥𝑦 + 𝐶

→ 12𝑥ଶ𝑦 − 4𝑦ଷ + 4𝑦 + ℎᇱ 𝑥 = 4𝑦 𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 1 + 8𝑥ଶ𝑦

→ ℎᇱ 𝑥 = 0

𝑣 0,0 = 0 ⇒ 𝐶 = 0

⇒ 𝑣 1,1 = 4
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Plan “A”
If

the alphabet has 25 
more letters …  
204 if you're in Japan.

Doesn’t work,

__ Claire Cook

ايت براي كسب اطلاعات بيشتر در مورد اين درس مي توانيد به وب س

آموزشي در لينك زير مراجعه نماييد

http://shafieian-education.ir


