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اعداد مختلط
بخش هفتم

نظريه حساب مانده ها
محمدعلي شفيعيان

http://shafieian-education.ir/

رياضيات مهندسي

صفرهاي توابع و مرتبه آن ها
𝑧଴ تابع صفر يك را 𝑓 𝑧 اگر ناميم: 𝑓 𝑧଴ = 0 

𝑓 اگر ناميم 𝑛 مرتبه از را تابع صفر 𝑧଴ = 𝑓ᇱ 𝑧଴ = ⋯ = 𝑓 ௡ିଵ 𝑧଴ =   مرتبه مشتق ولي 0

𝑛آن اُم 𝑓 ௡ 𝑧଴ ≠   .باشد 0

توابع برخي صفرهاي

sin صفرهاي ـ 𝑧 و cos 𝑧 به ترتيب يعني آن ها حقيقي صفرهاي همان 𝑘𝜋 2 و𝑘 + 1
గ

ଶ
   .هستند صحيح هاي 𝑘 براي 

sinh صفرهاي ـ 𝑧 و cosh 𝑧 به ترتيب 𝑘𝜋𝑖 2 و𝑘 + 1
గ

ଶ
𝑖 براي 𝑘 هستند صحيح هاي.  

 .است صفر فاقد 𝑒௭ تابع _
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صفرهاي توابع و مرتبه آن ها
sin توابع صفرهاي كه كرد بررسي مي توان به سادگي :١ نكته 𝑧، cos 𝑧، sinh 𝑧، cosh 𝑧 و

 𝑒௔௭ + 𝑏 هستند يك مرتبه از همگي

𝑧 تابع :٢ نكته − 𝑎 ௡  براي 𝑛 نقطه در صفري داراي طبيعي 𝑎 مرتبه از 𝑛 است.  

𝑧 اگر :٣ نكته = 𝑎 توابع مشترك صفر 𝑓 𝑧 و 𝑔 𝑧 مرتبه از به ترتيب 𝑛 و 𝑚 براي 𝑚 < 𝑛 ،باشند 

𝑧 آنگاه = 𝑎 تابع مشترك صفر:  

١- 𝐴𝑓 𝑧 + 𝐵𝑔 𝑧 مرتبه از 𝑚 است. )𝐴 و 𝐵 هستند صفر مخالف(

٢- 𝑓 𝑧 × 𝑔 𝑧 مرتبه از 𝑛 + 𝑚 است. 

٣- ௙ ௭
௚ ௭ൗ مرتبه از 𝑛 − 𝑚 است. 

صفرهاي توابع و مرتبه آن ها
𝑓 تابع تكين صفر را 𝑧଴ :٤ نكته 𝑧 از همسايگي اگر ناميم 𝑧଴ همسايگي آن در كه باشد موجود 𝑓 𝑧 

 .نگردد 𝑧଴ به جز ديگري صفر شامل

 .هستند تكين تحليلي توابع صفرهاي  :٥ نكته

 آن تبه هايمر و صفرها و باشد ديگر تابع چندين از )... و تقسيم يا( ضرب به صورت تابعي اكر :٦ نكته

 به پسس مي آوريم؛ به دست را آن ها مرتبه به همراه توابع از يك هر صفر ابتدا شود، خواسته

 ه دستب را آن ها از يك هر مرتبه بالا، قواعد از استفاده با و مي كنيم نگاه مشترك صفرهاي

  .مي آوريم
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قطب هاي توابع و مرتبه آن ها
𝑓 تابع )لرنت( لوران بسط اگر 𝑧 تكين منفرد نقطه از همسايگي در 𝑧଴ توان هاي متناهي تعداد شامل 

𝑧 از منفي − 𝑧଴ ،نقطه آنگاه باشد 𝑧଴ قطب يك از 𝑓 𝑧 اگر .مي ناميم 𝑧 − 𝑧଴
ି௠  بزرگترين 

  :داريم و ناميم 𝑚 مرتبه از را قطب باشد، بسط در موجود منفي توان شامل جمله

= منفي توان هاي شامل جملات تمام جمع حاصل  𝑧଴ 𝑓 تابع اصلي بخش 𝑧 در 

𝑎ି௠

𝑧 − 𝑧଴
௠

+ ⋯ +
𝑎ିଶ

𝑧 − 𝑧଴
ଶ

+
𝑎ିଵ

𝑧 − 𝑧଴
ଵ

+ ෍ 𝑎௡ 𝑧 − 𝑧଴
௡

ஶ

௡ୀ଴

اگر

𝑚 = 𝑓 تابع اساسي منفرد نقطه يك را 𝑧଴ آنگاه باشد، ∞ 𝑧 مي ناميم.  

𝑚 =   .مي ناميم ساده قطب را 𝑧଴ قطب آنگاه باشد، 1

𝑚 = 𝑓 تابع برطرف شدني منفرد نقطه يك را 𝑧଴ قطب آنگاه باشد، 0 𝑧 مي ناميم.  

قطب هاي توابع و مرتبه آن ها
𝑓 تابع براي 𝑧଴ تكين منفرد نقطه در قطب مرتبه و منفرد نقطه نوع تعيين ديگر روش 𝑧 به جز 

 :است زير صورت به 𝑧଴ نقطه در تابع لرنت بسط از استفاده

:نكته

lim ابتدا :اول روش
௭→௭బ

𝑧 − 𝑧଴
௠𝑓 𝑧 براي را 𝑚 = 0,1,2,  هزماني ك تا مي كنيم محاسبه به ترتيب ⋯

 متناهي بالا حد آن به ازاي كه 𝑚 از مقداري اولين .شود نتيجه حد براي متناهي مقدار بار اولين براي

  ارمقد هيچ براي بالا حد صورت، اين در باشد اساسي منفرد نقطه يك 𝑧଴ اگر .است قطب مرتبه شود،

𝑚 نمي شود متناهي. 
𝑧଴ در مخرج و صورت صفر مرتبه به مراجعه :دوم روش

بمرتبه قط= صورت و مخرج صفر مشترك تفاضل مرتبه 

 تيببه تر را اساسي يا برطرف شدني منفرد نقاط همچنين .مي نامند ساده قطب را اول مرتبه قطب

  .مي گويند بينهايت و صفر مرتبه هاي از تابع قطب هاي
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قضيه حساب مانده ها
)Residue( مانده تعريف

𝑓 تابع كنيد فرض 𝑧 نقطه در 𝑧଴ باشد غيرتحليلي )𝑧଴ قطب را 𝑓 𝑧 نظير مانده آنگاه .)گويند 𝑓 𝑧 

𝑓 قطب براي 𝑧 مي كنند تعريف چنين را:  

𝑧ضريب جمله  − 𝑧଴
ିଵ  را در بسط لوران تابع𝑓 𝑧  حول𝑧଴  به شرط اينكه

𝑧ناحيه مورد نظر ناحيه  − 𝑧଴ < 𝜌  باشد را مانده𝑓 𝑧  نسبت به قطب𝑧଴ 

) تا نزديكترين نقطه منفرد بعدي است 𝑧଴فاصله  𝜌. (گويند

قضيه حساب مانده ها
𝑓 تابع مانده 𝑧 =

ଵ

௭ ௭ିଵ మ قطب به ازاي را 𝑧 = :مثال  .كنيد حساب 1

→نلورا بسط ناحيه : 𝑧 − 1 < 1

0

𝑦

𝑥1 2

𝜌 = 1

𝑓 تابع لوران بسط اگر 𝑧 داريم بنويسيم، بالا ناحيه در را: 

𝑓 𝑧 = 𝑧 − 1 ିଶ − 𝑧 − 1 ିଵ + 1 − 𝑧 − 1 ଶ + ⋯

⇒   𝑓 𝑧 ቍمانده 

௭ୀଵ

= −1 ⇒   𝑟 = −1
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قضيه حساب مانده ها
 نظر در ار زير قضيه باشيم، لوران بسط تشكيل از بي نياز مانده ها محاسبه جهت آنكه براي

:مي گيريم

:تذكر

𝑧 نقطه اگر = 𝑧଴ مرتبه قطب 𝑚 تابع اُم 𝑓 𝑧 ،مانده آنگاه باشد 𝑓 𝑧 قطب اين نظير 

 :شد خواهد

𝑅𝑒𝑠 𝑓 𝑧଴ = 𝑅𝑒𝑠 𝑓 𝑧 , 𝑧଴ = Res
௭బ

𝑓 𝑧 =  𝑟 =
1

𝑚 − 1 !
lim

௭→௭బ

𝑑௠ିଵ

𝑑𝑧௠ିଵ
𝑧 − 𝑧଴

௠𝑓 𝑧

:هقضي

.گويند )𝑚( قطب مرتبه قطب، تكرار دفعات تعداد به :تذكر

𝑧 قبل، مثال در = 𝑧 قطب و )ساده قطب( يك مرتبه از 0 =   .است ٢ مرتبه از  1

قضيه حساب مانده ها
𝑓 تابع مانده 𝑧 =

ଵ

௭ ௭ିଵ మ مثال  .كنيد حساب قطب هايش تمام به نسبت را:

قطب 𝑧 = 0𝑚 = 1 ⇒   𝑟ଵ = lim
௭→௭బ

𝑧 − 𝑧଴ 𝑓 𝑧

𝑟 =
1

𝑚 − 1 !
lim

௭→௭బ

𝑑௠ିଵ

𝑑𝑧௠ିଵ
𝑧 − 𝑧଴

௠𝑓 𝑧

= lim
௭→଴

𝑧𝑓 𝑧

= lim
௭→଴

1

𝑧 − 1 ଶ
= 1

قطب 𝑧 = 1𝑚 = 2 ⇒   𝑟ଶ = lim
௭→௭బ

𝑑

𝑑𝑧
𝑧 − 𝑧଴

ଶ𝑓 𝑧

= lim
௭→ଵ

𝑑

𝑑𝑧
𝑧 − 1 ଶ𝑓 𝑧 = lim

௭→ଵ

𝑑

𝑑𝑧

1

𝑧
= −1
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قضيه حساب مانده ها
𝑓 تابع مانده 𝑧 =

ସିଷ௭

௭ ௭ିଵ ௭ିଶ
𝑧 قطب هاي به نسبت را  = 𝑧 و 0 = :مثال  .بيابيد 1

قطب 𝑧 = 0𝑚 = 1 ⇒   𝑟ଵ = lim
௭→௭బ

𝑧 − 𝑧଴ 𝑓 𝑧

𝑟 =
1

𝑚 − 1 !
lim

௭→௭బ

𝑑௠ିଵ

𝑑𝑧௠ିଵ
𝑧 − 𝑧଴

௠𝑓 𝑧

= lim
௭→଴

𝑧𝑓 𝑧

= lim
௭→଴

4 − 3𝑧

𝑧 − 1 𝑧 − 2
= 2

قطب 𝑧 = 1𝑚 = 1 ⇒   𝑟ଶ = lim
௭→௭బ

𝑧 − 𝑧଴ 𝑓 𝑧 = lim
௭→ଵ

𝑧 − 1 𝑓 𝑧

= lim
௭→ଵ

4 − 3𝑧

𝑧 𝑧 − 2
= −1

قضيه حساب مانده ها

 اين دمور در .كرد مشخص را قطب مرتبه قبل، از نمي توان توابع از بعضي براي گاهي

𝑚 يعني حالت بهترين از هميشه توابع = 𝑚 به ازاي اگر .مي كنيم شروع 1 =  براي 1

 رتاين صو غير در و است بوده درست انتخاب آمد، به دست معيني و محدود عدد مانده

𝑚 سراغ به = .... و مي رويم 2

 تدرس انتخاب آمد، به دست معيني و محدود عدد مانده براي آن به ازاي كه 𝑚 نخستين 

است بوده

:تذكر
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قضيه حساب مانده ها
𝑓 تابع مانده 𝑧 =

௭ାଵ

ଵିୡ୭ୱ
𝑧 قطب  به نسبت را  = :مثال  .بيابيد 0

𝑚 = 1 ⇒ 𝑟 = lim
௭→଴

𝑧𝑓 𝑧 = lim
௭→଴

𝑧ଶ + 𝑧

1 − cos 𝑧

ுை௉
= lim

௭→଴

2𝑧 + 1

sin 𝑧 =
1

0
= ∞

𝑚 = 2 ⇒   𝑟 = lim
௭→଴

𝑑

𝑑𝑧
𝑧ଶ𝑓 𝑧 = lim

௭→଴

𝑑

𝑑𝑧

𝑧ଷ + 𝑧ଶ

1 − cos 𝑧

= lim
௭→଴

3𝑧ଶ + 2𝑧 1 − cos 𝑧 − sin 𝑧 𝑧ଷ + 𝑧ଶ

1 − cos 𝑧 ଶ

𝑧 قطب مرتبه پس .مي شود ٢ برابر جواب هوپيتال، بار دو از پس =  مانده و ٢ مرتبه بالا تابع براي 0

 .است ٢ با برابر آن نظير

قضيه حساب مانده ها
𝑓 تابع مانده 𝑧 = tan 𝑧 قطب  به ازاي را 𝑧 =

గ

ଶ
:مثال .بيابيد 

𝑚 = 1 ⇒ 𝑟 = lim
௭→

ഏ

మ

𝑧 −
గ

ଶ
tan 𝑧 = lim

௭→
గ
ଶ

𝑧 −
𝜋
2

cot 𝑧

ுை
= lim

௭→
గ
ଶ

1

− 1 + cotଶ 𝑧
= −1 )درست انتخاب(
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قضيه حساب مانده ها

𝑓 تابع مانده 𝑧 =
௭ାଵ

ଵିୡ୭ୱ
𝑧 قطب  به نسبت را  = :مثال  .بيابيد 0

cos به جاي روش، اين در 𝑧 حول آن تيلور سري 𝑧 =   .مي دهيم قرار را 0

cos 𝑧 = 1 −
𝑧ଶ

2!
+

𝑧ସ

4!
− ⋯

 .آورد ستبه د نيز تيلور سري طريق از را قطب مرتبه مي  توان خاص توابع از برخي براي گاهي

.مي دهد نشان را موضوع اين زير مثال

:تذكر

𝑓 𝑧 =
𝑧 + 1

𝑧ଶ

2!
−

𝑧ସ

4!
+ ⋯    

=
𝑧 + 1

𝑧ଶ 1
2!

−
𝑧ଶ

4!
+ ⋯     

𝑚 = 2

قضيه حساب مانده ها
𝑓 𝑧 =

𝑧 + 1

𝑧ଶ 1
2!

−
𝑧ଶ

4!
+ ⋯     

𝑟 = lim
௭→଴

𝑑

𝑑𝑧
𝑧ଶ𝑓 𝑧 = lim

௭→଴

𝑑

𝑑𝑧

𝑧 + 1

1
2!

−
𝑧ଶ

4!
+ ⋯

= lim
௭→଴

1
2!

−
𝑧ଶ

4!
+ ⋯ − 𝑧 + 1 −

2𝑧
4!

+ ⋯

1
2!

−
𝑧ଶ

4!
+ ⋯

ଶ
=

1
2ൗ

1
4ൗ

= 2



6/10/2021

9

قضيه حساب مانده ها
𝑓 تابع مانده 𝑧 =

ଵ

௭ିୱ୧୬
𝑧 قطب  به ازاي را  = :مثال .بيابيد 0

sin به جاي روش، اين در 𝑧 حول آن تيلور سري 𝑧 =   .مي دهيم قرار را 0

sin 𝑧 = 𝑧 −
𝑧ଷ

3!
+

𝑧ହ

5!
− ⋯

𝑓 𝑧 =
1

𝑧ଷ

3!
−

𝑧ହ

5!
+ ⋯

=
1

𝑧ଷ 1
3!

−
𝑧ଶ

5!
+ ⋯     

𝑚 = 3

𝑟 =
1

2!
lim
௭→଴

𝑑ଶ

𝑑𝑧ଶ
𝑧ଷ𝑓 𝑧 = ⋯ = 0.3

قضيه مانده ها
𝑓 تابع اگر 𝑧 قطب هاي داراي 𝑧ଵ، 𝑧ଶ، … ، 𝑧௡ مانده هاي با 𝑟ଵ، 𝑟ଶ، … ، 𝑟௡ بسته منحني درون در 𝐶 

  :داريم آنگاه باشد،

ර 𝑓 𝑧 𝑑𝑧

஼

= 2𝜋𝑖 𝑟ଵ + 𝑟ଶ + ⋯ + 𝑟௡ 𝐶

𝑧ଵ

𝑧ଶ 𝑧ଷ

𝑧௡

⋰
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قضيه مانده ها
:مثال .آوريد به دست را زير انتگرال حاصل

𝐼 = න
4 − 3𝑧

𝑧 𝑧 − 1 𝑧 − 2
஼: ௭ ୀ

ଷ
ଶ

𝑑𝑧

0

𝑦

𝑥1 2

𝐶: 𝑧 =
3

2

𝑟ଵ = 𝑧 قطب نظير مانده = 0 = 2

𝑟ଶ = 𝑧 قطب نظير مانده = 1 = −1

⇒ 𝐼 = 2𝜋𝑖 𝑟ଵ + 𝑟ଶ = 2𝜋𝑖

قضيه مانده ها
:مثال .آوريد به دست را زير انتگرال حاصل

𝐼 = න
1

𝑧 𝑧 − 2 ଶ

஼: ௭ ୀସ

𝑑𝑧

0

𝑦

𝑥2

𝐶: 𝑧 = 4

𝑟ଵ = 𝑧 قطب نظير مانده = 0 = lim
௭→଴

𝑧𝑓 𝑧

𝑟ଶ = 𝑧 قطب نظير مانده = 2 = lim
௭→ଶ

𝑑

𝑑𝑧
𝑧 − 2 ଶ𝑓 𝑧

⇒ 𝐼 = 2𝜋𝑖 𝑟ଵ + 𝑟ଶ = 0

4=
1

4

1

𝑧

= −
1

4

.نيست درست كوشي قضيه عكس كه مي دهد نشان مثال اين :تذكر
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قضيه مانده ها
:مثال .آوريد به دست را زير انتگرال حاصل

𝐼 = න
1

𝑧 sin 𝑧
஼: ௭ ୀଶ

𝑑𝑧

0

𝑦

𝑥𝜋

𝐶: 𝑧 = 2

sin هاقطب تعيين: 𝑧 = 0 −𝜋⇒ 𝑧 = 0, ±𝜋, ±2𝜋, ⋯

𝑧 چون = sin ترم در هم و 𝑧 ترم در هم 0 𝑧 قطعاً  پس است شده ظاهر 

𝑚 آن مرتبه ≥ .است 2

2⋯ ⋯

𝑚 = 2 ∶ 𝑟 = lim
௭→଴

𝑑

𝑑𝑧
𝑧ଶ𝑓 𝑧 = lim

௭→଴

𝑑

𝑑𝑧

𝑧

sin 𝑧
= lim

௭→଴

sin 𝑧 − 𝑧 cos 𝑧

sinଶ 𝑧

= lim
௭→଴

cos 𝑧 − cos 𝑧 + 𝑧 sin 𝑧

2 sin 𝑧 cos 𝑧
= lim

௭→଴

𝑧

2 cos 𝑧
= 0 ⇒ 𝐼 = 2𝜋𝑖𝑟 = 0

دل گر چه درين باديه بسيار شتافت

رابوسعيد ابوالخي

و بسي موي شكافت ندانستيك موي 

بتافتهزار خورشيد گرچه ز دلم 
ذره اي راه نيافت كمالآخر به 



6/10/2021

12

ايت براي كسب اطلاعات بيشتر در مورد اين درس مي توانيد به وب س

آموزشي در لينك زير مراجعه نماييد

http://shafieian-education.ir


